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С повышением энергонасы­щ енности сельскохозяй­
ственных тракторов возрастает 
их динамическая нагруженность, 
что снижает производительность 
МТА и эффективность исполь­
зования мощности двигателя [2, 
9]. В связи с этим все больше 
исследователей приходит к вы­
воду о необходимости управлять 
тяго в о -ск о р о стн ы м  реж им ом  
МТА [3, 9, 10]. К числу не р е­
шенных в данной области задач 
относится преж де всего поиск 
оптимальных законов управления 
касательной силой тяги тракто­
ра в установившихся и неуста- 
новившихся режимах движения. 
При этом ставится задача обес­
печить регулирование тягово­
скоростного реж им а при усло­
вии наименьшего изменения па­
раметров технологического про­
цесса, т. е. регулирование дол­
жно осуществляться так, чтобы 
об есп еч и валась  стабильность  
скорости движения, глубины об­
работки почвы, заделки семян и 
др. При такой постановке зада­
ча может быть решена путем ре­
гулирования (управления) пара­
метрами ходовых систем и их тя- 
гово-сцепными свойствами.
Установленные в предыдущем 
параграф е оптимальные значе­
ния коэффициента запаса тяго­
вой силы могут быть обеспече­
ны различными средствами по­
вышения тягово-сцепных свойств 
колесных ходовых систем. Это 
прежде всего такие средства, как 
блокирование межколесных диф­
ференциалов, подключение до­
полнительных ведущих мостов в 
тяговый режим, регулирование 
давления воздуха и весовой на­
грузки шин и др.
О днако уп равлен ие нельзя 
считать оптимальным, если на 
найден закон изменения его ос­
новных координат [9]. Основны­
ми координатами управления в 
нашем случае будут изменяющи­
еся по определенном у закону 
касательная сила тяги, буксова­
ние ведущих колес, скорость дви­
ж ения и угловая скорость вала 
двигателя.
Задача об оптимальном уп­
равлении формулируется следу­
ющим образам: найти функции 
изменения во времени касатель­
ной силы тяги, скорости движе­
ния, буксования и угловой ско­
рости вала двигателя, обеспечи­
ваю щ ие м иним альны е потери  











—  ( m V d )  =  P K - P c ,  ( 1)
a t
а уравнение вращения ведущих 
колес
d t
( J c B x )  =  М д  -  M e 2)
где m, J  — соответственно при­
веденные масса и момент инер­
ции агрегата; V ,  юк — действи­
тельная скорость агрегата и обо­
роты ведущих колес; Рк, Рс — ка­
сательная сила колеса и сила 
сопротивления; М , Мс — крутя­
щий момент двигателя и момент 
сил сопротивления, приведенных 
к валу двигателя.
К оорди н атам и  у п р ав л ен и я  
будут в первом случае — движу­
щая сила Рк, а во втором — мо­
мент двигателя М  . Необходимо 
найти ф ункции изм енения во 
времени Pk(t) и при кото­
рых будет обеспечиваться мини­
мум потерь энергии на буксова­
ние и сопротивление качению.
Потери скорости вследствие 
буксования
V. = V  — V  =d т д
=  “ Л  -  \  -» min- (3)
Видим, что задача в первой ее 
части сводится — к обеспече­
нию минимума функции цели (3), 
значения сок и V  которой опре­
деляются в результате решения 
уравнений (1) и (2). В такой по­
становке это типичная задача 
синтеза оптимальных характери­
стик динамических систем, р е­
шаемая, например, вариационны­
ми методами [10], которые позво­
ляют подобрать закон регулиро­
вания и найти параметры сис­
темы, обеспечивающие минимум 
критерия оптимальности.
В данной случае в качестве 
критерия оптимальности регули­
рования рассм атривается ф ун­
кционал, подинтегральное выра­
ж ение которого  не содерж ит 
производных выше первого по­
рядка:
/  = J f
ill-• ч Uki йі'• ч йк
dt
. (4 )
при заданных граничных усло­
виях
Xi  ( t o )  =  X ?  И  X i  ( t l )  =  X ;  (г  =  1......п ) .
Решение задачи в нашем слу­
чае обеспечивается уравнения­
ми Эйлера, записанными для всех 
координат и уравнений, входящих 
в (4):
d t
где F — частные производные 
от подинтегральной функции (4) 
по соответствующ им перем ен­
ным.
Для установления факта ми­
нимизации функционала (4) не­
обходимо, чтобы функции X , U. 
принадлежали к классу функций 
С.ш т. е. они должны иметь 2т 
непрерывных производных, где т
— порядок производной. Если 
вислая производная является пер­
вой (m =  1), то функции X, U. 
должны иметь две непрерывные 
производные. Кроме того, долж­
но выполняться условие положи­
тельности второй производной в 
то ч к е  м и н им ум а ф у н кц и и  
у  =  /  (х), т. е.
р.. . > 0 ; р  - ■ > 0 .
1  X i X i  1 U j l l j
При отсутствии ограничений 
задача оптимизации относится к 
числу вариационных задач в от­
крытой области. Однако приме­
нительно к системам регулиро­
вания вообще и регулированию 
тягово-скоростного режима ма­
шин в частности задачи без ог­
раничений смысла не имеют.
Основными видами ограниче­
ний являются: ограничения на 
фазовые координаты и управле­
ния; ограничения типа голономных 
связей; ограничения в виде диф­
ференциальных уравнений (него-
лономных связей) и ограничения 
в виде функционалов (изоперимет- 
рические ограничения) [9].
Наличие связей в виде огра­
ничений на фазовые координа­
ты и управления значительно 
усложняет решение и часто де‘- 
лает невозможным использова­
ние классических вариационных 
методов [10]. При введении ог­
раничений в виде голономных и 
неголономных связей подинтег- 
ральный функционал записыва­
ется в виде:
H  = F + f l Xk ( t ) j , t , (5)
i=1
где A.t (f) — зависящие от време­
ни t произвольные множители 
Лагранжа.
Если учитываются связи в виде 
дифференциальных уравнений, то 
класс подинтегральных функций 
определяется по наивысшей про­
изводной выражения (5).
В случае одной переменной 
X(t), когда функционал имеет вид
и . ч
I ~ J f ( x,x,...,xW;u,u jdf, (6)
to
уравнения Эйлера будут иметь вид:
0 :
Fu~ —  Fu = 0 • at (?)
При наличии связей в данном 
случае такж е должна рассмат­
риваться функция Н (5).
Если используются изопери- 
метрические ограничения, то за­
дача оптим изации реш ается с 
использованием функции
H  = P + ^ X kJ k, (8 )
где — произвольные постоянные 
множители Лагранжа, определяе­
мые с учетом следующих условий
U
I k  = j j k (t,xv ...,Xn)dt < a t,
to
(* = 1 ....e). (9)









В правой части выражения (9) 
находятся постоянные числа, ко­
торые подлежат ограничению.
Определим законы управле­
ния движением машинно-трак- 
торного агрегата, описываемого 
уравнениями (1 ) и (2).
В первом случае (уравнение 
1 ) координатой управления бу­
дем считать изменяющуюся по 
определенному закону касатель­
ную силу тяги Рк .
Так как сила тяги колес на 
заданной опорной поверхности 
конечная, то управляющее воз­
действие ограничено максималь­
ным зн ач ен и е м  к асател ьн о й  
силы:
Р < Р ,  ,к Атах
при этом значения касатель­
ной силы тяги колес определят­
ся на основании зависимости [6]
Pk = fcKGK+ ^ - b ,  (10) 
е
где /ск — коэффициент трения; 
Gk — нагрузка на колесо; к  — 
коэффициент объемного смятия 
почвы; F  — сумма вертикальных 
проекций упорных поверхностей 
почвозацепов, 1 — длина дуги 
контактной линии; 5 — буксова­
ние; е — коэффициент, характе­
ризую щ ий распределени е н а­
грузки между почвозацепами.
В есовая н агр у зка  ведущ их 
осей трактора зависят от уско­
рения
G k = G°K + AGk = G°K + C V i ,  (11)
где С' — коэффициент, характе­
ризую щ ий изм енение весовой 
нагрузки колес в зависимости от 
ускорения движения уа ■ G° ~  
весовая нагрузка колес непод­
вижного трактора на горизон­
тальной опорной поверхности.
С учетом условия (11) каса­
тельная сила колес трактора при 
равномерном распределении на­
грузки между почвозацепам и 
(8 = 1 ) равна:
Р к  = /c«G2 + f c t P ' v а + k p j b .  (12)
В общем случае силу Рк мож­
но представить состоящ ей  из 
постоянной Рк" и переменной, за­
висящей от ускорения и буксо­
вания:
Рк = Рк + CiVi + Сф  (13)
где
Р к =  fc*G°K ; С і = / „ С ' ; С 2 =  k f j  ■
Сила сопротивления Рс в урав­
нении (1 ) может быть представ­
лена состоящей из постоянной 
Рг° и зависящей от скорости:
Р с  = Р с  + С зУэ. (14)





ния движению агрегата в зави­
симости от скорости.
С учетом (13) и (14) уравне­
ние движения машинно-трактор­
ного агрегата будет иметь вид:
Va + к , У э  ~ к £  + к з  = Q (15)
где
к\ = С з
кг
т -  С|
Сг P l - P 0c-------, кз -----------
т -  С] т - С \
Уравнение (15) показывает, что 
определение оптимального зако­
на управления заключается в на­
хождении функции 6 = /(Ув), обес­
печивающей минимум суммар­
ных потерь энергии.
На основании уравнений (13) 
и (14) составим  ф ункционал , 
представляющий собой суммар­
ные потери энергии при увели­
чении буксования и скорости:
I = f(CiVsVa + C28Vd + C3Vi)dM 16)
о
Функция Лагранжа H(Vr), 5, X) 
(8) в данном случае равна:
Я  = CiVaVa  + C-£Va + C 3Vg + 
+M V o + к іУэ  -  кФ  + Аз)
Уравнения Эйлера, согласно 
(7), будут иметь вид:
ЭЯ d ЭЯ
d v d dt Эўэ
0;
= о.(17,






C iv 9 + С26 + 2 C3V 3 + :
i эн .




Подставляя в уравнения (17) 
соответствующие значение час­
тных производных, получим сис­
тему уравнений вариационной 
задачи
Я = CtVa + СФ + 2СзУз + іЛ  ;
О = СгУа  + к ? к .  (18)
Решая эту систему относитель­
но переменных Я и Vv найдем:
кг
Ci  . 
~ V a  ■
кг
Подставив значения А и Л в 
уравнение (18) получим линей­
ное дифференциальное уравне­
ние первого порядка:
aQVa -  aiVa = -Сф,  (19)
где
а о Сг—  -  C l; а, = 2Сз + 
кг кг
О бщ ее реш ение уравнения
(19) без правой части:
lgVa = a i ( 0 Va +C;
Va = C 'iea,(()r
где C'i= е~с • Заменяя постоян­
ную С, неизвестной функцией 
С Д  получаем:
Va = C £ e a,uh (20) 









Подставив (20) и (21) в (19), по­
лучим:
-a 0c j e a,(t) + aoC^ai {t)ea'(l) -  
= -С-А
Откуда
ai (0  + — — аоеаі(() 
ао
б = C2V 2W ■
5 =  0 ;
Общее реш ение уравн ен ия 
(19) будет иметь вид:
V d = C2/ea>(0e[a'(t)+̂ - o»eal(,)] •
Уравнение (20) показывает, что 
с энергетической точки зрения 
оптимальное управление буксо­
ванием является линейным по 
отнош ению  к ско р о сти . П ри 
этом падению скорости соответ­
ствует рост буксования.
Подставляя в (20) значения С2 
и а,, найдем:
|ДУэ| = bM F ^n' . (22)
С учетом зависимости Уэ =  
=Vt(1 — 5) закон изменения ско­
рости колес трактора в зависи­
мости от буксования и конст­
руктивных параметров МТА бу­
дет выражаться формулой:
|Д^э| = -— k l F y (23)
1 - 8
Принимая для трактора при 
движении по стерне суглинка:
К =  13,5 кН /м 3; 1 = 0,5 м; ]
F6 =  0,045 м2; т  =3160 кГ; 
fcK = 0,72; С3 =  1,5 кН /(м/с);
С / =  150 кГ, 
получим по результатам расчета
|ДУЭ|=  5,965.
Т. е. при изменении скорос­
ти на 1 м /с  буксование при оп­
тимальном управлении дви ж у­
щей силой должно увеличивать­
ся не более чем на 16,7%.
Из уравнения (15) выведем за­
в и си м ость  м еж д у  скоростью  
движения и буксованием для ра­
нее приняты х зн ачен ий . При 
этом будем считать
Р ° =  Р° ,  К  = 0 .
К  С т з
Тогда
|ДУэ| = 5 ^  • (24)
С учетом значений К2 и K,(t) 
найдем:
Сз
|ДУЭ| = b k lF ^ m~^c' =0,35 м/с,
т.е. максимально возможное из­
менение скорости составляет 0.3 
м /с  на единицу буксования дви­
жителей ходовой системы. Ви­
дим, что буксование реального 
трактора превышает допустимое 
с точки зрен и я м иним альны х 
энергетических потерь в 19,5 раз. 
Снижение буксования при неус- 
тановившихся реж имах движ е­
ния может быть достигнуто пу­
тем увеличения значений коэф­
фициента С2, который характери-
б у к с о в а н и е , °Ь
Р и с . 1. З а к о н ы  о п т и м а л ь н о г о  
у п р а в л е н и я  т я г о в о ­
с к о р о с т н ы м  р е ж и м о м  п р и  
р а з г о н е  и  т р о г а н и и  с  м е с т а  
т р а к т о р а  “Б е л а р у с ”: 1 , 1 '  — 
за к о н ы  о п т и м а л ь н о г о  
у п р а в л ен и я ; 2 , 2'; 3 , 3 '  — 
за к о н ы  у п р а в л е н и я  т р а к т о р а  
с  о д н и м  (2 , 2 ') и  д в у м я  (3 , 3 '] 
в е д у щ и м и  м о ст а м и ; -4, 4 '  — 
за к о н ы  у п р а в л е н и я  п р и  
б л о к и р о в а н и и  м е ж о с е в о г о  
п р и в о д а  и  м е ж к о л е с н ы х  
д и ф ф е р е н ц и а л о в
зует главным образом  тягово­
сцепные качества трактора.
Так, применение полнопривод­
ных тракторов, для которых зна­
чение коэффициента С2 увели­
чивается примерно в 2 раза, бук­
сование при трогании с места и 
разгоне приближается к опти­
мальному значению. В данном 
случае возможно изменение ско­
рости движ ения на 0,6 —1 м /с  
(рис. 1). Дальнейшее улучшение 
динамических качеств МТА мо­
жет быть обеспечено путем бло­
кирования меж колесны х диф ­
ференциалов, снижения жестко­
сти привода, установления опти­
мального закона вращения вала 
двигателя и ведущих колес при 
трогании с места и разгоне и 
других мероприятий.
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